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摘　 要:随着人口老龄化与口腔健康意识提升,龋病和牙体缺损仍处于较高负担状态。 牙体预备是修复治疗的关键环节,对几

何精度与操作一致性要求严格。 机器人辅助牙体预备可降低医师疲劳和手部抖动影响,提高操作稳定性与标准化水平。 然而,
悬臂式末端器械在预备载荷下易发生弹性变形,且误差随姿态和工况变化,仅依赖几何误差难以有效补偿。 针对该问题,提出

载荷驱动的悬臂式器械末端变形误差建模与镜像迭代轨迹优化方法。 首先,基于悬臂梁理论建立末端悬臂系统变形误差模型,
并引入有限元辅助的接口等效刚度识别方法,通过局部连接区加载响应辨识接口等效参数,提高模型预测精度。 其次,提出载

荷-变形敏感度驱动的镜像迭代前馈补偿方法,在迭代更新中引入敏感度因子,修正补偿量改变预备深度后引起的误差,并结

合约束与收敛控制优化补偿轨迹。 准静态单点加载实验表明,末端悬臂系统在 1. 0~ 2. 0
 

N 典型预备载荷范围内具有较好的线

性力-位移响应特征,支持小变形线弹性与三向近似解耦假设。 基于离体牙的消融实验表明,所提方法可将 MAE、RMSE 和 P95
分别降低至 0. 044、0. 058 和 0. 087

 

mm,平均误差抑制率为 59. 3% ,验证了其误差抑制能力与轨迹优化稳定性。 未来将结合在

线力位感知与参数自适应更新策略进一步提升对个体牙齿差异、车针磨损及末端构型变化的适应能力。
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Abstract:With
 

population
 

aging
 

and
 

increasing
 

awareness
 

of
 

oral
 

health,
 

dental
 

caries
 

and
 

tooth
 

defects
 

remain
 

conditions
 

with
 

a
 

high
 

clinical
 

burden.
 

Tooth
 

preparation
 

is
 

a
 

critical
 

procedure
 

in
 

restorative
 

dentistry
 

and
 

requires
 

high
 

geometric
 

accuracy
 

and
 

operational
 

consistency.
 

Robot-assisted
 

tooth
 

preparation
 

can
 

reduce
 

the
 

influence
 

of
 

clinician
 

fatigue
 

and
 

hand
 

tremor,
 

thereby
 

improving
 

procedural
 

stability
 

and
 

standardization.
 

However,
 

cantilevered
 

end-effector
 

instruments
 

are
 

prone
 

to
 

elastic
 

deformation
 

under
 

preparation
 

loads,
 

and
 

the
 

resulting
 

errors
 

vary
 

with
 

posture
 

and
 

working
 

conditions.
 

Therefore,
 

compensation
 

based
 

solely
 

on
 

geometric
 

errors
 

is
 

difficult
 

to
 

achieve
 

effectively.
 

To
 

address
 

this
 

problem,
 

this
 

study
 

proposes
 

a
 

load-driven
 

deformation
 

error
 

modeling
 

and
 

mirror-iteration
 

trajectory
 

optimization
 

method
 

for
 

cantilevered
 

end-effector
 

instruments.
 

First,
 

a
 

deformation
 

error
 

model
 

of
 

the
 

cantilevered
 

end-effector
 

system
 

is
 

established
 

based
 

on
 

cantilever
 

beam
 

theory.
 

A
 

finite
 

element-assisted
 

equivalent
 

interface
 

stiffness
 

identification
 

method
 

is
 

then
 

introduced,
 

in
 

which
 

equivalent
 

interface
 

parameters
 

are
 

identified
 

from
 

the
 

loading
 

response
 

of
 

local
 

connection
 

regions
 

to
 

improve
 

the
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prediction
 

accuracy
 

of
 

the
 

model.
 

Second,
 

a
 

load-deformation
 

sensitivity-driven
 

mirror-iteration
 

feedforward
 

compensation
 

method
 

is
 

proposed.
 

In
 

the
 

iterative
 

update
 

process,
 

a
 

sensitivity
 

factor
 

is
 

introduced
 

to
 

correct
 

the
 

error
 

induced
 

by
 

changes
 

in
 

preparation
 

depth
 

after
 

compensation,
 

and
 

the
 

compensated
 

trajectory
 

is
 

optimized
 

through
 

constraint
 

and
 

convergence
 

control.
 

Quasi-static
 

single-point
 

loading
 

experiments
 

show
 

that
 

the
 

cantilevered
 

end-effector
 

system
 

exhibits
 

good
 

linear
 

force-displacement
 

response
 

characteristics
 

within
 

the
 

typical
 

preparation
 

load
 

range
 

of
 

1. 0~ 2. 0
 

N,
 

supporting
 

the
 

assumptions
 

of
 

small-deformation
 

linear
 

elasticity
 

and
 

approximate
 

three-
directional

 

decoupling.
 

Ablation
 

experiments
 

on
 

extracted
 

teeth
 

demonstrate
 

that
 

the
 

proposed
 

method
 

reduces
 

the
 

MAE,
 

RMSE,
 

and
 

P95
 

of
 

the
 

prepared
 

surface
 

to
 

0. 044,
 

0. 058,
 

and
 

0. 087
 

mm,
 

respectively,
 

with
 

an
 

average
 

error
 

suppression
 

rate
 

of
 

59. 3% .
 

These
 

results
 

verify
 

the
 

error
 

suppression
 

capability
 

and
 

trajectory
 

optimization
 

stability
 

of
 

the
 

proposed
 

method.
 

Future
 

work
 

will
 

integrate
 

online
 

force-position
 

sensing
 

and
 

adaptive
 

parameter
 

updating
 

strategies
 

to
 

further
 

improve
 

adaptability
 

to
 

individual
 

tooth
 

differences,
 

bur
 

wear,
 

and
 

variations
 

in
 

end-effector
 

configuration.
Keywords:dental

 

preparation
 

robot;
 

error
 

modeling;
 

end-effector
 

deformation;
 

mirror
 

iteration;
 

trajectory
 

optimization

0　 引　 　 言

　 　 随着人口老龄化以及口腔健康意识的持续提升,口
腔临床修复治疗需求持续增长;与此同时,口腔疾病影响

范围广,全球口腔疾病负担仍处于高水平,受累人群规模

接近世界人口的一半量级;龋病作为最常见的口腔问题

之一,其患病与未治疗负担仍较突出[1] 。 牙体预备作为

修复治疗的关键基础环节,其预备形貌与边缘质量直接

影响修复体的固位、边缘密合性与长期预后。 传统预备

主要依赖医生手工操作,易受经验差异、操作疲劳、视野

受限与微小手颤等因素影响,在复杂曲面与一致性要求

场景下难以稳定获得可重复的高质量预备效果[2] 。 近年

来,机器人辅助牙体预备凭借轨迹可重复、姿态稳定与过

程可标准化等优势,被认为是提升修复治疗精度与效率

的重要方法[3] 。 然而,牙科机器人末端悬臂式结构在预

备受力载荷作用下易发生弹性变形,使实际预备轨迹偏

离理论预备轨迹;该类由末端受力载荷驱动的末端变形

误差具有位置相关、方向相关与过程相关特征,已成为制

约机器人牙体预备精度进一步提升的核心瓶颈之一[4] 。
围绕机器人加工 / 预备精度提升,国内外学者在多个

方向开展研究,李茂月等[5-6] 以“测量-预测-补偿”为主

线梳理工业机器人精度提升路线,总结开环与闭环测量、
模型与数据驱动预测、在线与离线补偿等通用框架。 卢

远等[7] 针对外载诱发末端挠曲问题,采用六维力传感实

现力前馈超前补偿,并叠加外部测量位置闭环抑制残差

与漂移,从而提升加工精度。 Slavkovic 等[8-9] 基于切削力

诱导位移误差机理,建立机器人柔顺模型并结合机械式

切削力预测,对加工程序中的刀位轨迹进行离线反向修

正。 Oh 等[10] 针对工业机器人铣削中切削力诱导的位姿

误差,建立切削力预测、运动学与刚度耦合模型,并通过

工件侧双轴伺服补偿提升机器人加工精度。 Basualdo
 

Allende 等[11] 进一步从系统评价层面分析机器人辅助种

植的精度与临床相关性,认为机器人系统通过虚拟规划、

机械约束执行与实时控制可提高植入精度。 产业界方

面,雅客智慧(北京)科技有限公司研发的自主式种植牙

手术机器人通过结合自动数据采集、模拟校正及术中患

者头部运动识别调整,实现按规划路径完成牙槽骨窝洞

预备与种植体植入。 本团队在牙体预备领域进行了许多

研究,早期工作基于曲面映射与插值实现备牙轨迹规划

并完成实验验证[12] ;针对裂纹牙,提出 Iso-MRR ( Iso-
material

 

removal
 

rate)分层轨迹优化,通过设定各层最大

安全预备深度并调节进给速度以降低力热与颤振[13-14] 。
针对裂纹牙风险控制,结合形貌观测与有限元分析,利用

应力强度因子评估裂纹尖端风险并优化预备深度与方向

以降低裂纹扩展[15-16] 。 面向口内受限空间安全约束,提
出蒙特卡洛约速轨迹优化( Monte-Carlo

 

constrained
 

path
 

optimization,MC
 

CPO)算法与外包络球-加权平均( outer
 

bounding
 

sphere
 

weighted
 

average,OBS
 

WA) 姿态优化方

法,将碰撞率由 23. 5% 降至 1. 3% ,进一步提升受限空间

内末端可达性与预备精度[17-18] 。 上述工作在提升机器人

加工稳定性与牙体预备一致性方面取得了重要进展,但
面向牙体预备机器人受载变形误差补偿仍存在两点不

足:1)现有方法多采用整机刚度或末端整体柔顺模型,难
以表征牙体预备末端“车针-牙科手机-连接件”细长悬

臂、多段杆件串联和多接口柔度耦合的结构特征;2)现有

轨迹补偿多采用固定增益修正或依赖外部测量反馈,对
补偿后预备力变化、边缘过切风险及区域安全裕度差异

考虑不足,难以满足整牙连续预备的安全稳定补偿需求。
针对上述不足,本文提出一套面向牙体预备的载荷

驱动变形误差建模与轨迹优化方法:1)针对牙体预备末

端“车针-牙科手机-连接件”所具有的细长悬臂和多接

口柔度串联特征,建立预备载荷到车针尖端位姿偏差的

映射关系,并通过关键接口的等效刚度对模型进行反馈;
2)提出载荷-变形敏感度驱动的镜像迭代轨迹优化方

法。 引入载荷-变形敏感度用于修正补偿量改变预备深

度后引起的新增误差影响,使轨迹补偿过程适应不同牙

体区域,实现整牙连续轨迹的稳定前馈优化。
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1　 载荷驱动末端变形误差建模方法

　 　 针对牙体预备机器人末端悬臂系统在预备载荷作用

下产生的弹性变形问题,系统构建末端变形的理论建模

与预测方法。 对末端“车针-牙科手机-连接件”结构的

受力特征与变形模式进行分析,提出将其等效为由多段

杆件与若干柔性接口串联构成的空间悬臂体系,并基于

悬臂梁理论,建立单点外载荷作用下各段杆件的初始变

形解析模型[19] 。 在此基础上,针对解析模型中难以通过

理论推导直接确定的接口等效刚度参数,引入有限元分

析方法对末端悬臂系统进行数值建模与参数反标定[20] 。
1. 1　 末端悬臂系统变形机理与力分解

　 　 将末端悬臂系统“车针-牙科手机-连接件”根据实

际构型划分为五段杆件:车针段 AB、手机近端段 BC、手
机远端段 CD、连接件段 DE 以及末端固定段 EO,如图 1
所示。 车针与牙科手机连接处的 B 点,以及牙科手机与

连接件连接处的 E 点,被视为结构中最关键的柔性接口,
其局部夹持、接触与安装方式会带来可观的等效柔度,因
此采用等效线性弹簧和等效转动弹簧进行描述。

图 1　 牙体预备机器人变形挠度分析

Fig. 1　 Diagram
 

of
 

deformation
 

deflection
 

analysis
 

for
 

dental
 

preparation
 

robot

车针对牙体产生的预备力通常是空间向量,为便于

定量分析,可将作用于 A 点的力分解为全局坐标系下的

3 个正交分力:
F = [Fx,Fy,Fz]

T (1)
在小变形与线弹性预备中,可对 3 个方向分别建立

变形传递模型,再在末端将其进行矢量叠加得到空间总

位移。 因此,车针尖端 A 处的总变形以 x 方向为例的表

达式为:
δ x = δ Ax + δ LBx + δ LEx + δ RBx + δ REx (2)

式中: δ Ax 为 x 方向车针尖端 A 处刚体变形挠度; δ LBx 为 x
方向车针-牙科手机连接处线性弹簧产生的变形; δ RBx 为

x 方向车针-牙科手机连接处旋转弹簧产生的变形; δ LEx

为 x 方向牙科手机-连接件连接处线性弹簧产生的变形;
δ REx 为 x方向牙科手机-连接件连接处旋转弹簧产生的变

形。 3 个方向独立求解并最终叠加后,得到车针在空间

中的总变形量:
δ A(Fx,Fy,Fz) = δ x

 î + δ y
 ĵ + δ z

 k̂ (3)
式中: δ x 为 x方向系统变形;δ y 为 y方向系统变形;δ z 为 z
方向系统变形。
1. 2　 基于悬臂梁理论的初始变形预测模型

　 　 将末端悬臂系统类比于悬臂梁,在小变形情形下,根
据车针尖端 A 处载荷的作用情况,按顺序逐步将各段悬

伸部分假设为刚体,通过悬臂梁的变形求解公式,计算出

未刚化部分的变形,最后通过刚化部分的刚性位移与未

刚化部分的弹性位移之间的关系,即可计算出预备力作

用在车针尖端 A 处的变形。
EO 段在分力作用下产生的弹性位移:

δ Ex =
FxL

3
EOcos2α

3EEOIEO

θEx =
FxL

2
EOcosα

2EEOIEO

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(4)

DE 段在分力作用下产生的弹性位移以及考虑 EO
段变形的传递,D 点处弹性位移:

δ bend
DEx =

FxL
3
DEcos2α

3EDEIDE

θ bend
DEx =

FxL
2
DEcosα

2EDEIDE

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(5)

δDx = δ Ex + θEx·LDEcosα + δ bend
DEx

θDx = θEx + θ bend
DEx

{ (6)

CD 段在分力作用下产生的弹性位移以及考虑 D-O
段变形的传递,C 点处弹性位移:

δ bend
CDx =

FxL
3
CDcos2α

3ECDICD

θ bend
CDx =

FxL
2
CDcosα

2ECDICD

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(7)

δ Cx = δDx + θDx·LCDcosα + δ bend
CDx

θCx = θDx + θ bend
CDx

{ (8)

BC 段在分力作用下产生的弹性位移以及考虑 C-O
段变形的传递,B 点处弹性位移:

δ bend
BCx =

FxL
3
BC

3EBCIBC

θ bend
BCx =

FxL
2
BC

2EBCIBC

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(9)
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δ Bx = δ Cx + θCx·LBC + δ bend
BCx

θBx = θCx + θ bend
BCx

{ (10)

AB 段在分力作用下产生的弹性位移以及考虑 B-O
段变形的传递,A 点处弹性位移:

δ bend
ABx =

FxL
3
AB

3EABIAB

θ bend
ABx =

FxL
2
AB

2EABIAB

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(11)

δ Ax = δ Bx + θBx·LAB + δ bend
ABx (12)

式中: L ij 为该段长度;E ij 为该段刚度;I ij 为该段惯

性矩。
将连接处 B 点以及 E 点采用线性和旋转弹簧建模。

用力 / 刚度关系法[21] 求出线性弹簧引起的变形:

δ LEx =
Fx

KLExcosα

δ LBx =
Fx

KLBx

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(13)

式中: KLEx 和 KLBx 分别是车针-牙科手机和牙科手机-连
接件 x 方向线性连接刚度。 旋转弹簧引起的变形为:

θREx =
MEx

KREx

=
Fx·LAE

KRExcosα

θRBx =
MBx

KRBx

=
Fx·LAB

KRBx

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(14)

式中: KREx 和 KRBx 分别是车针-牙科手机和牙科手机-连
接件 x 方向旋转连接刚度。 最终得到车针尖端 A 点在分

力 Fx 作用下产生的变形,力-位移关系可简化为:

δ x =
Fx

Keqx
(15)

式中: Keqx 为末端悬臂系统 x方向等效刚度。 同理,根据 x
方向建模方法得到车针尖端 A 点在分力 Fy、Fz 作用下产

生的变形 δ y 与 δ z。
1. 3　 有限元辅助的接口等效刚度识别方法

　 　 为验证末端悬臂系统变形传递模型的合理性,对模

型中关键等效刚度参数进行反标定[22] , 基于 ANSYS
 

Workbench 平台对末端悬臂系统开展有限元分析,为接

口柔度参数的定量识别提供依据。 有限元网格划分节点

共 568
 

144 个,单元共 374
 

562 个。
结合牙体预备过程中车针所受预备力的量级特征,

选取 1、1. 5 和 2
 

N 作为典型载荷幅值[23-25] ,分别沿车针

局部坐标系的 x、y、z 方向采用单一方向加载方式施加于

车针尖端 A 点,同时记录 A、B、C、D、E 这 5 点的 3 个正交

方向上的位移分量与转角响应。 在线性连接刚度反标定

中,于接口另一侧施加已知方向的单位力 FL,提取接口

两侧对应截面的平均平移位移差 Δu, 从而计算接口等效

线性连接刚度:

KL =
FL

Δu
(16)

在旋转连接刚度反标定中,于接口另一侧施加已知

方向的单位力矩 MR,并通过与接口截面刚性耦合的参考

点提取其等效转角响应,得到接口两侧的相对转角 Δθ,
从而计算接口等效旋转连接刚度:

KR =
MR

Δθ
(17)

2　 载荷-变形敏感度驱动的牙体预备机器人
镜像迭代轨迹优化方法

　 　 在末端悬臂系统变形误差模型基础上,建立载荷-变
形敏感度驱动的镜像迭代轨迹优化方法。 根据术前牙体

点云生成理论预备轨迹,建立等效预备力序列,通过载

荷-变形敏感度修正补偿量对预备力和新增变形的影响,
并结合载荷阈值约束对补偿量进行安全限幅,最终输出

整牙补偿轨迹,整体方法如图 2 所示。
2. 1　 理论预备轨迹生成与等效预备力计算

　 　 设牙体表面点云为 P, 采用相应的行内蛇形连接策

略生成理论轨迹[26] ,即:
T0 = { t0

i = [x0
i ,y

0
i ,z

0
i ]

T} N
i = 1 (18)

式中: t0
i 为单个轨迹点坐标。 令轨迹点处的局部预备

方向由理论轨迹点及牙体表面法向确定。 第 i 个轨迹

点处的单位进给方向为 n i。 对于末端轨迹点,可采用

前一轨迹段方向近似,则沿主导方向的等效预备深度

分解为:
h i = [hx,i hy,i hz,i] T = ĥ in i (19)

式中: hx,i、hy,i、hz,i 分别为三向等效预备深度。
牙体预备过程中,车针磨削力不仅与预备深度有关,

还受到车针转速、进给速度和接触长度等因素影响。 为

更准确地描述沿轨迹变化的预备力,借助团队由 160 组

青年离体磨牙测得的实验数据拟合的指数型磨削力经验

模型[16] ,即:
F i = ηna

s v
b
wh

c
xh

d
yh

e
z (20)

式中: F i 为磨削力;η、a、b、c、d、e 为经验系数;ns 为车针

转速;vw 为进给速度。 最终拟合后得到第 i个轨迹点处的

三向等效预备力为:
Fx,i = 0. 016

 

5n0. 905
 

1
s v0. 154

 

1
w h0. 152

 

2
x,i h0. 143

 

8
y h1. 246

 

1
z,i

Fy,i = 0. 026
 

4n1. 090
 

5
s v0. 077

 

5
w h0. 645

 

1
x,i h0. 156

 

3
y h0. 918

 

4
z,i

Fz,i = 0. 399
 

1n0. 201
 

5
s v -0. 086

 

7
w h0. 661

 

5
x,i h0. 692

 

5
y h -0. 080

 

2
z,i

ì

î

í

ï
ï

ïï

(21)

式中: Fx,i、Fy,i、Fz,i 分别为第 i 个轨迹点处的三方向分

力。 修正系数用于补偿车针型号、手机参数和牙体个体

差异对预备力估计结果的影响。 最终得到沿理论轨迹分

布的等效预备力序列:F = {F i}。
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图 2　 载荷-变形敏感度驱动的镜像迭代前馈补偿流程

Fig. 2　 Load-deformation
 

sensitivity-driven
 

mirror
 

iterative
 

feedforward
 

compensation
 

process

2. 2　 载荷-变形敏感度驱动的镜像迭代更新策略

　 　 在得到沿理论轨迹分布的等效预备力序列后,将其

输入末端悬臂系统变形误差模型,可预测各轨迹点处由

预备载荷引起的末端受载变形。 普通镜像迭代补偿通常

依据预测残余误差直接反向修正指令轨迹。 然而,牙体

预备过程中补偿量的增加会改变局部实际指令预备深

度,进而引起等效预备力和末端变形量再次变化。 为此,
引入载荷-变形敏感度,用于描述局部预备深度变化对末

端法向变形量的影响,并在此基础上构建敏感度修正的

镜像迭代更新策略。
设第 m 次迭代的指令轨迹为 Tm = { tmi }。 在外载作

用下,执行后的实际末端位置可近似为:
 

t̂mi = tmi + δ m
i (22)

式中: δ m
i 为第 i 点的变形量。 为了使实际预备形貌逼近

目标预备形貌,定义预测残余误差向量为:
rmi = t∗

i - t̂mi (23)
由于牙体预备最终关注的是目标预备形貌的法向轮

廓偏差,因此将残余误差投影到局部预备主方向上,得到

第 i 个轨迹点处的误差:
emi = nT

i r
m
i = nT

i ( t
∗
i - t̂mi ) (24)

然而,牙体预备属于不可逆材料去除过程,为避免采

用固定镜像增益导致的迭代次数多与不准确的问题,本
文引入局部预备深度对末端变形的敏感度:

γm
i =

∂δm
n,i

∂hm
i

=- n iC i

∂Fm
i

∂hm
i

(25)

式中: C i 为该轨迹点对应末端悬臂系统的等效柔度

矩阵,因此,第 i 个轨迹点处的镜像补偿增量可写为:

Δsmi,0 =
emi

1 - γm
i

(26)

由此,第 m + 1 次迭代的轨迹更新可写为:
tm+1
i = tmi + Δsmi,0n i (27)
则整条更新轨迹为 Tm+1 = { tm+1

i }。
2. 3　 补偿约束与收敛控制

　 　 设第 i 个轨迹点处允许的最大向内补偿量为 Δs +i ,允
许的最大向外修正量为 Δs -i 。 其中,Δs +i 主要由最大允许

预备深度、预测载荷阈值、边缘线距离以及局部曲率风险

共同确定;Δs -i 主要由最小允许预备深度和避免欠预备

的安全要求确定。 则经过安全约束后的实际补偿量为:
Δsmi = min[max(Δsmi,0, - Δs -i ),Δs +i ] (28)
为判断迭代过程是否收敛,定义第 m 次迭代下整条

轨迹的最大残余误差与最大轨迹更新量:
Em = max1≤i≤N‖emi ‖

Um = max1≤i≤N‖tm+1
i - tmi ‖{ (29)

当二者同时满足阈值要求时停止迭代,输出满足停

止条件的补偿轨迹: T∗ = Tm+1。

3　 实验验证

3. 1　 实验平台与总体设计

　 　 实验平台由 UR5e 机械臂、六维力传感器、牙科手

机、车针、末端连接件、离体牙固定装置、光学定位系统及

三维扫描设备组成。 牙科手机、车针及连接件组成悬臂

式末端执行链。 离体牙采用石膏固定于基座中,离体牙

牙体预备实验平台如图 3 所示。
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图 3　 离体牙牙体预备实验平台

Fig. 3　 Experimental
 

platform
 

for
 

in
 

vitro
 

tooth
 

preparation

1)末端悬臂系统准静态单点加载实验

采用牙科手机不启动条件下的准静态等效加载方

式,验证末端悬臂系统在典型预备力范围内的力-位移

响应特性。 分别沿车针局部坐标系 x、y、z 方向对车针

尖端 A 点分别施加单向载荷为 1. 0、1. 5 和 2. 0
 

N 的典

型预备载荷点。 每个方向、每个载荷幅值重复加载

5 次,每次加载稳定后保持 15
 

s,取稳定阶段数据均值

作为该次加载位移结果。 加载过程中,同步采集六维

力传感器数据、末端整体位姿数据及车针近尖端位移

响应。 考虑到轴向 z 方向理论位移量级显著低于光学

定位系统有效分辨能力,本文主要将横向 x、y 加载结果

用于理论模型、有限元模型与实验结果的定量对比。
为量化三向近似解耦假设的合理性,定义单向加载下 A
点的跨轴耦合系数为:

λ a→b =
ub

ua

× 100% (30)

式中: ua 为主加载方向位移;ub 为非主方向位移。
2)离体牙模块消融实验

为进一步验证本文方法在真实牙体预备过程中的

有效性,本文选取 20 颗离体磨牙开展模块消融实验。
随机分为 5 组,并采用相同的实验条件。 5 组实验设置

如表 1 所示。

表 1　 离体牙模块消融实验分组

Table
 

1　 Grouping
 

of
 

ex
 

vivo
 

tooth
 

ablation
 

experiments

组别 轨迹生成方式 实验目的

G0 采用未补偿理论轨迹 验证等效预备力修正系数

G1 整体等效刚度模型补偿 验证悬臂梁模型贡献

G2 不考虑接口柔度进行补偿 验证接口柔度贡献

G3 仅作一次前馈补偿 验证镜像迭代贡献

G4 本文完整方法 验证本文方法

3. 2　 预备误差测量与评价

　 　 每颗离体牙预备完成后进行术后三维扫描,获得术

后点云模型[27] 。 对于目标预备表面上的第 i 个采样点,
其法向误差定义为:

ei = (ppost
i - p tar

i )·n i (31)
式中: ppost

i 为术后扫描模型中对应点坐标;p tar
i 为目标预

备表面点坐标;ei < 0 表示欠预备,ei > 0 表示过预备。
为评价不同策略的预备精度,采用平均绝对误差( mean

 

absolute
 

error,MAE)、均方根误差(root
 

mean
 

square
 

error,
RMSE)和 95 百分位误差(95th

 

percentile
 

error,P95)作为

主要指标:
为量化不同补偿方法相对于未补偿基线组的误差抑

制能力,定义平均误差抑制率和峰值误差抑制率为:

ηmean =
EG0

- EGi

EG0

× 100% (32)

ηpeak =
Emax,G0

- Emax,Gi

Emax,G0

× 100% (33)

式中: G i 分别代表 G1 ~ G4 组; EG0
为未补偿基线组的平

均误差;EGi
为对应补偿组的平均误差;Emax,G0

和 Emax,Gi
分

别为 G0 组和对应补偿组的最大误差。

3. 3　 敏感度驱动的镜像迭代收敛性评价

　 　 为验证敏感度驱动的镜像迭代轨迹优化方法的收敛

稳定性,在 G4 组中记录每轮迭代后的最大残余误差、平
均残余误差、最大轨迹更新量及触发安全约束的轨迹点

比例。 第m轮迭代的最大轨迹更新量与触发安全约束的

轨迹点比例定义为:
ΔP(m)

max = max i‖P(m+1)
i - P(m)

i ‖

R(m)
limit =

N(m)
limit

N
× 100%

ì

î

í

ïï

ïï

(34)

式中: P(m)
i 为第 m 轮迭代时第 i 个轨迹点的指令位置;

N(m)
limit 为第 m 轮迭代中触发补偿限幅约束的轨迹点数量;

N为轨迹点总数。 停止条件可表示为:E(k)
max < ε e,ΔP(k)

max <
ε p,显著性水平设定为 p < 0. 05, 最终离体牙预备效果如

图 4 所示。

4　 结果与讨论

4. 1　 接口等效参数识别结果与分析

　 　 为提高末端悬臂系统变形预测的物理可解释性与数

值一致性,本文对车针-牙科手机连接处 B 点及牙科手

机-连接件连接处 E 点进行局部有限元加载反标定,有
限元仿真结果如图 5 所示。
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图 4　 5 组离体牙预备效果

Fig. 4　 Results
 

of
 

tooth
 

preparation
 

in
 

five
 

groups
 

of
 

ex
 

vivo
 

teeth

　 　 得到三向线性连接刚度 KL 与转动连接刚度 KR, 如

表 2 所示。

表 2　 接口参数有限元反标定结果

Table
 

2　 Interface
 

parameter
 

finite
 

element
 

calibration
 

result

参数
线性连接刚度

KL / (N·mm-1 )

旋转连接刚度

KR / (N·mm·rad-1 )

KLEx 11
 

680. 73 9
 

058. 68

KLEy 5
 

797. 77 885. 70

KLEz 6
 

164. 05 3
 

794. 52

KLBx 958. 69 376. 80

KLBy 1
 

327. 85 389. 93

　 　 结果显示, E点接口在 x方向线性刚度显著高于B点

x 向,说明在末端位移形成链路中,B 点车针装夹可能成

为柔度主导环节,其微小转动与滑移将通过悬臂梁传递

至 A点末端。 转动刚度方面,E点接口在 x方向转动刚度

依旧高于B点 x向,进一步表明夹持界面在抗弯抗扭上的

薄弱性需要在模型中被考虑。

图 5　 有限元仿真结果

Fig. 5　 Finite
 

element
 

simulation
 

results
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4. 2　 典型载荷下末端位移响应与三向解耦特性验证

　 　 为验证末端变形预测模型中小变形线弹性假设与三

向近似解耦假设的合理性,本节基于有限元单点加载结

果和末端悬臂系统准静态单点加载实验,有限元与实验

结果如图 6 与 7 所示。

图 6　 A-E 点绝对位移分布及跨轴耦合特性

Fig. 6　 Distribution
 

of
 

absolute
 

displacement
 

at
 

points
 

A-E
 

and
 

trans-axial
 

coupling
 

characteristics

图 7　 光学定位原始响应及稳态统计结果

Fig. 7　 Raw
 

response
 

and
 

steady-state
 

statistical
 

results
 

of
 

optical
 

positioning



　 第 6 期 孙健鹏
 

等:基于载荷驱动变形误差模型的牙体预备机器人镜像迭代轨迹优化方法 399　　

　 　 采用双刚体相对位移差分结合稳态平均的方式[28] ,
通过多次重复加载降低随机噪声和整体漂移影响。 典型

载荷下理论模型、有限元模型与准静态实验结果的对比

如表 3 所示。

表 3　 典型载荷下主方向位移与跨轴耦合特性对比

Table
 

3　 Comparison
 

of
 

displacement
 

in
 

the
 

principal
 

direction
 

and
 

trans-axial
 

coupling
 

characteristics
 

under
 

typical
 

loads

加载

方向
载荷 / N

理论主方向

位移 / mm
有限元主方向

位移 / mm
实验主方向

位移 / mm
误差 / %

理论 / 有限元

有限元跨轴

耦合比 / %
实验跨轴耦合比 / %

x

y

z

1. 0 0. 091 0. 089 0. 085±0. 009 7. 1 / 4. 7

1. 5 0. 137 0. 133 0. 129±0. 010 6. 2 / 3. 1

2. 0 0. 183 0. 177 0. 171±0. 011 7. 0 / 3. 7

1. 0 0. 096 0. 094 0. 090±0. 008 6. 7 / 4. 4

1. 5 0. 145 0. 141 0. 136±0. 009 6. 6 / 3. 7

2. 0 0. 193 0. 188 0. 181±0. 010 6. 6 / 3. 9

1. 0 0. 002
 

4 0. 002
 

3 - -

2. 0 0. 004
 

8 0. 004
 

6 - -

λx→y≈3. 19%

λx→z≈6. 55%

λy→x≈3. 02%

λy→z≈7. 37%

-

-

λx→y≈3. 53% 　 λx→z≈7. 06%

λx→y≈3. 10% 　 λx→z≈6. 20%

λx→y≈3. 51% 　 λx→z≈6. 43%

λy→x≈3. 33% 　 λy→z≈7. 78%

λy→x≈2. 94% 　 λy→z≈7. 35%

λy→x≈2. 76% 　 λy→z≈7. 18%

-

-

　 　 在 x、y两个横向加载方向上,实验测得的A点主方向

位移随载荷增加近似线性增大,且与理论模型和有限元

模型预测结果保持一致。 且在 x、y 主导的横向载荷范围

内,A 点响应呈现主方向占绝对主导、耦合项对总位移贡

献极小的特征,支持本文建模中将柔度矩阵近似为对角

阵的处理方式。 进一步对载荷位移数据进行线性拟合,
得到各方向等效刚度结果如表 4 所示。

表 4　 典型载荷下位移拟合刚度对比

Table
 

4　 Comparison
 

of
 

stiffness
 

fitted
 

from
 

displacement
 

under
 

typical
 

loads

加载

方向

理论刚度 /

(N·mm-1 )

有限元刚度 /

(N·mm-1 )

实验拟合刚度 /

(N·mm-1 )
R2 最大拟合

残差 / mm

x 10. 93 11. 28 11. 71 0. 997 0. 006

y 10. 38 10. 64 11. 05 0. 996 0. 007

z 420. 00 435. 90 - - -

　 　 实验拟合刚度与有限元刚度偏差均处于较小范围

内,且线性拟合优度 R2 均大于 0. 99,说明末端悬臂系统

在 1. 0 ~ 2. 0
 

N 典型预备载荷范围内表现出较好的线性

力位移响应特征。
4. 3　 等效预备力修正系数适用性验证

　 　 为验证等效修正系数 η 在本文实验条件下的适用

性,以各轨迹点理论预备深度、转速及进给速度计算力基

函数,并结合 G0 组实测预备力反算各方向的样本等效修

正系数。 最终得到结果如表 5 所示。
由表 5 可知,3 个方向反算 η与参考 η 的相对偏差分

别为 3. 43% 、-3. 11%和-1. 88% ,均处于较低水平;同时,

　 　 　 　表 5　 等效预备力经验系数适用性验证结果

Table
 

5　 Applicability
 

validation
 

results
 

of
 

equivalent
 

preparation
 

force
 

empirical
 

coefficients

方向 参考经验系数 G0 组反算结果 相对偏差 / %

x 0. 016
 

5 0. 017
 

1±0. 002
 

0 3. 43

y 0. 026
 

4 0. 026
 

0±0. 002
 

7 -3. 11

z 0. 399
 

1 0. 400
 

2±0. 044
 

5 -1. 88

各方向样本变异系数未出现明显离散增大的情况,说明

前期研究获得的 η 能够较好表征本文实验条件下理论预

备力与实测预备力之间的比例关系。 因此沿用该经验修

正系数。
4. 4　 模块消融实验结果与轨迹补偿性能分析

　 　 1)消融结果分析与显著性检验

为验证各模块对预备误差抑制效果的贡献,各组轨

迹点预测误差与实际误差对比如图 8 所示。
20 颗离体牙的点位误差沿蛇形轨迹均呈现“前后段

较高、中间段较低”的分布特征。 原因在于轨迹前段和后

段主要受到横向分力作用,末端悬臂系统以弯曲变形为

主,因而误差较大,中间区域主要受到轴向分力作用,而
末端系统轴向刚度较高,因此误差较小。 G0 组由于用于

未补偿基线及预备力修正系数拟合,未计算预测误差曲

线。 G1 ~ G4 组中,实际误差则随补偿模块逐步完善而降

低,其中 G4 组实际误差最低,说明完整方法具有最优的

轨迹误差抑制效果。 为定量评价不同补偿策略的效果,
计算 MAE、RMSE、P95 及相对于 G0 组的误差抑制率,结
果如表 6 所示。
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图 8　 预测误差与实际误差对比

Fig. 8　 Comparison
 

of
 

predicted
 

errors
 

and
 

actual
 

errors
 

表 6　 模块消融实验误差评价结果

Table
 

6　 Error
 

evaluation
 

results
 

of
 

module
 

ablation
 

experiments

组别 补偿策略 MAE / mm RMSE / mm P95 / mm 最大误差 / mm 平均误差抑制率 / %

G0 未补偿理论轨迹 0. 108±0. 013 0. 132±0. 016 0. 183±0. 021 0. 214±0. 026 -

G1 整体等效刚度模型补偿 0. 079±0. 011 0. 098±0. 014 0. 142±0. 018 0. 173±0. 024 26. 9±8. 4

G2 不考虑接口柔度补偿 0. 067±0. 009 0. 085±0. 011 0. 124±0. 017 0. 156±0. 020 37. 8±7. 1

G3 一次前馈补偿 0. 055±0. 008 0. 071±0. 010 0. 106±0. 014 0. 137±0. 018 49. 1±6. 8

G4 本文完整方法 0. 044±0. 006 0. 058±0. 008 0. 087±0. 011 0. 116±0. 016 59. 3±5. 9

　 　 由表 6 可知,G0 组误差最大;G1 组引入整体等效刚

度补偿后,MAE 降低至 0. 079
 

mm,表明整体刚度模型具

备一定补偿作用;G2 组采用分段悬臂梁模型后,MAE 进

一步降低至 0. 067
 

mm,说明分段结构建模能够提高变形

预测与补偿的准确性;G3 组进行一次前馈补偿后,MAE
降低至 0. 055

 

mm,说明基于预测误差的前馈修正能够显

著改善预备精度; G4 组采用本文完整方法后, MAE、
RMSE 和 P95 分别降至 0. 044、0. 058 和 0. 087

 

mm;相对

于 G0 组,平均误差抑制率达到 59. 3% 。 该结果表明,接
口柔度建模、载荷-变形敏感度修正和镜像迭代补偿能够

协同提高轨迹补偿精度,尤其能够有效降低前后段横向

受力区域的局部高误差。
对各组 MAE、RMSE 和 P95 进行正态性和方差齐性

检验后,采用单因素方差分析及 Tukey 事后检验进行组

间比较。 结果显示,不同组别误差差异具有统计学意义

(P<0. 05);与 G0 组相比,G1 ~ G4 组误差均显著降低(P<
0. 05);与 G1、G2 和 G3 组相比,G4 组误差进一步显著降

低(P<0. 05)。 综上,本文完整方法在整体误差、局部峰

值误差和稳健误差指标上均取得最优结果,验证了其在

离体牙连续预备轨迹补偿中的有效性。
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2)敏感度驱动的镜像迭代收敛性评价结果分析

为验证敏感度驱动镜像迭代补偿方法的收敛稳定

性,本文在 G4 组完整方法中记录每轮迭代后的最大残余

误差、平均残余误差、最大轨迹更新量及触发安全约束的

轨迹点比例,综合补偿精度与迭代效率,本文将最大残余

误差阈值设定为 0. 080
 

mm,将最大轨迹更新量阈值设定

为 0. 008
 

mm,其收敛过程如图 9 所示。

图 9　 敏感度驱动镜像迭代补偿收敛过程

Fig. 9　 Convergence
 

process
 

of
 

sensitivity-driven
 

mirror
 

iterative
 

compensation

进行敏感度驱动镜像迭代后,最大残余误差和平

均残余误差进一步减小。 当迭代次数达到 5 次时,最
大残余误差低于设定阈值,已满足收敛要求。 最大轨

迹更新量随迭代次数增加而逐渐减小,并在第 5 次迭

代时低于设定停止阈值,表明相邻两轮补偿轨迹变化

已较小,补偿过程趋于稳定。 触发安全约束的轨迹点

比例在初始迭代阶段较高,随后逐渐下降,说明安全限

幅主要作用于早期局部高误差区域。 以上结果表明,
本文方法通过载荷-变形敏感度修正补偿量,能够针对

一次前馈补偿后由局部预备深度变化引起的残余误差

进行二次调整,从而提高连续轨迹补偿的精细化程度

和误差抑制能力。 同时,镜像迭代过程中残余误差、轨
迹更新量和安全约束触发比例均逐步降低,说明该方

法不仅具有较好的收敛稳定性,还能在降低局部高误

差的同时避免持续过补偿,更适用于牙体预备这类不

可逆材料去除过程。

进一步将 G4 组的单点误差与表面整体误差[13] 与其

他现有方法对比如表 7 所示,结果表明,本文方法具有一

定优势。

表 7　 单点误差与表面误差的现有方法比较

Table
 

7　 Comparison
 

of
 

existing
 

methods
 

for
 

single-point
 

error
 

and
 

surface
 

error (mm)

参数 单点误差 表面整体误差

弧长等距刀路规划[29] 0. 125~ 0. 159 0. 107

三 NURBS 位姿同步规划[30] 0. 086~ 0. 091 0. 112

任务特定轨迹优化[31] 0. 073~ 0. 085 0. 085

P-MRSD 轨迹优化[14] 0. 076~ 0. 085 0. 067

自动化瓷贴面预备[32] 0. 125 N / A

Iso-MRR 分层预备[13] 0. 079~ 0. 103 N / A

本文方法 0. 067~ 0. 082 0. 044

5　 结　 　 论

　 　 本文针对牙体预备中磨削载荷引发的悬臂末端器械

弹性变形与轨迹偏移问题,开展了误差建模与轨迹优化

方法研究。 悬臂式末端执行器受载后会产生多方向位姿

偏差,且随操作姿态与工况动态变化,仅依靠几何误差修

正难以实现全局稳定补偿。 为此,本文将悬臂式末端执

行链等效为多段悬臂梁与柔性接口串联系统,建立预备

载荷到车针尖端位移误差的映射关系,并通过有限元辅

助反标定识别关键接口等效刚度参数。 以理论预备轨迹

和局部预备深度为基础建立等效预备力序列,引入三向

预备力修正系数降低理论载荷估计与实际预备过程之间

的偏差,进一步构建载荷-变形敏感度驱动的镜像迭代前

馈补偿策略,通过补偿限幅与收敛控制实现整牙连续预

备轨迹的稳定优化。 有限元分析与准静态单点加载实验

表明,末端悬臂系统在 1. 0 ~ 2. 0 N 典型预备载荷范围内

具有较好的线性力位移响应特征,理论模型、有限元模型

与实验结果保持一致,支持小变形线弹性和三向近似解

耦假设。 基于离体牙的消融实验表明,采用本文完整方

法后,预备表面 MAE、RMSE 和 P95 分别降低至 0. 044、
0. 058 和 0. 087

 

mm,平均误差抑制率达到 59. 3% ,且镜像

迭代在 5 次内满足收敛要求,说明所提方法能够有效削

弱末端受载变形导致的系统误差,提高牙体预备精度与

轨迹执行稳定性。 受牙体材料差异、车针磨损状态、接触

边界变化及强非线性切削工况影响,当前等效预备力模

型和小变形假设仍存在一定适用范围限制,后续将结合

在线力 / 位感知与参数自适应更新,进一步提升方法在复

杂临床场景中的鲁棒性与泛化能力。
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